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ТЕОРИИ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ЗАДАЧЕ О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ 
ВОЛНОВОДА С РАЗМЫТОЙ ГРАНИЦЕЙ 
Е.М. Карчевскиif (Казань) 
Задача о собственных модах диэлектрического волновода с 
размытой границей формулируется как спектральная задача 
для системы уравнений Максвелла с граничными условиями 
Свешникова-Рейхардта. на бесконечности. Собственными значе­
ниями этой задачи являются комплексные постоянные распро­
странения, лежащие на соответствующt>й римановой поверхно­
сти . Исходная задача сводится к нелинейной спектральной за­
даче для сильно сингулярного интегрального уравнения по пло­
щади поперечного сечения волновода, которое •1асто испо.11ь3ует­
ся на практике для расчета спектральных характеристик вол­
новодов. Доказывается , что оператор инт~гра.11ьного уравнения 
является фредrольмовым . Ранее было известно лишь то, что этот 
оператор является полуфредгольмовым. Полученный результат 
может быть использован при обосновании численных методов ре­
шения задачи. 
Введение 
В настоящей работе методы теории сингулярных интеграль­
ных операторов [1 J применяются к математическому исследова­
нию задачи о собственных модах диэлектрического волновода 
с размытой границей. Показатель преломления такого волново­
да является гладкой функцией во всей плоскости поперечного 
сечения и нигде не терпит разрывов . Задачи дифракции элек­
тромагнитных волн на диэлектрических структурах с размытой 
границей, то есть не имеющих четкой границы раздела сред, при­
влекают в последние годы большое внимание (см" например, [2], 
[ЗJ и цитированную там литературу). В частности , при поста­
новке спектральных задач теории диэлектрических волноводов . 
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часто делается предположение о том, что характеристики вол­
новода плавно переходят в характеристики окружающей среды 
(см., например, [4], [5]) . Эта. модель наиболее ад(;кватна для есте­
ственных природных волноводов и для искусственных волново­
дов, изготовленных методом диффузии. 
Отметим, что ранее в статьях [6], [7] результаты спектраль­
ной теории оператор-функций применялись к исследованию ка­
чественных СВ<)Йств спектра диэлектрических волноводов произ­
вольного поперечного сечения с постоянным показателем пре­
ломления . При зтом использовались контурные интегра..т:ьные 
уравнения по границе поперечного сечения волновода.. В насто­
ящей работе применяется интегральное уравнения по площади 
его поперечного сечения. 
Интегральное уравнение по площади поперечного сечения 
волновода широко используется для численного решения задачи 
(см" например, [8), [9]). Это уравнение является сильно сингу­
лярным, что затрудняло его использование для теоретического 
исследования качественных свойств спектра исходной задачи и 
для обоснования известных численных методов, основанных на 
аппроксимации интегрального оператора проекционными мето­
дами [8], [9). Исключение составляет статья [10), в которой для 
вещественных постоянных распространения доказано, что опе­
ратор интегрального уравнения является симметричным и полу­
фредгольмовым. Это позволило автору исследовать вопросы су­
ществования собственных значений . Отметим, что результаты 
работы [10] справедливы и для волновода с резкой границей. 
В работе методами теории сингулярных интегральных опера­
торов [1] доказывается , что для комплексных значений посто­
}{ННЫХ распространения интегральный оператор является фред­
гольмовым. Методика доказательства заимствована из книги [3], 
посвященной теоретическому изучению трехмерных задач ди­
фракции электромагнитных волн на неоднородных проницаемых 
телах. Результат, представленный в настоящей работе, важен как 
для будущего исследования сходимости численных методов [8], 
[9] , так и для разработки новых теоретически обоснованных ал­
горитмов решения задачи. Такое обоснование может быть про­
ведено на основе общих результатов о сходимости проекционных 
методов решения нелинейных спектральных за.дач [ 11]. 
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Постановка задачи 
Пусть трехмерное пространство {(х 1 , х2, хз) : -оо < х 1 , .т2, 
хз < оо} занято изотропной средой без источников, и пусть по­
казатель преломления представляет собой положительную ве­
щественнозначную функцию n = n(x1, х2), независящую от про­
дольной координаты хз, и равную константе n 00 вне некоторого 
цилиндра. Образующая этого цилиндра параллельна координат­
ной оси х3 , и е1·0 поперечное сечение является некоторой огра­
ниченной областью n на плоскости IR.2 = {(х 1 , х 2 ): оо < х 1 , х 2 < 
оо}. Обозначим через n00 неограниченную область n00 = IR 2 \ ТТ, 
и через n+ - максимум функции n в области n. Будем считать в 
дальнейшем, что n+ > n 00 • Пусть функция n принадлежит про­
странству веществсннозначных непрерывных в IR2 функций. 
Задача о собственных модах волновода может быть сформу­
лирована как векторная спектральная задача для системы урав­
нений Максвелла в предположении, что векторы напряженности 
электрического и магнитного поля имеют следующий вид : 
E(x,x3 ,t) Rе(Е(х)ехр(i,Вхз - iwt)), 
1l(x,x3 ,t) = Re(H(x)exp(i/3xз-iwt)) . 
(1) 
(2) 
Здесь х = (х 1 , х 2 ), w > О - круговая частота, /3 - постоянная рас­
пространения, Е и Н - комплексные амплитуды векторов Е и 1t. 
Мы рассматриваем постоянную распространения f3 как неизвест­
ный комплексный параметр и w > О - как заданный параметр . 
Для полей, имеющих форму (1), (2), система уравнений Макс­
велла сводится к следующей системе уравнений : 
iw µо Н, х Е IR-2, 
-iwton2 E, х Е IR.2 . 
(3) 
(4) 
Здесь е0 , µ 0 - диэлектрическая и магнитная проницаемость сво­
бодного пространства, соответственно, 
Через C 2(IR.2) обозначим пространство дважды непрерывно диф­
ференцируемых в rn,2 комплекснозначных функций . Мы будем 
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разыскивать нетривиальные решения (Е, Н) системы (3), (4) в 
пространстве (C2 (IR.2)) 6 . 
Пусть 
и пусть и Е C 2 (ffi2 ). По определению положим 
Div,вF = дF1/дх1 + дF2/дх2 + i,8F3, 
Ли= д2и/дхi + д2 <р/дх~, 
Grad,вu = [ 
ди/дх 1 ] 
ди/дх2 , 
1,Ви 
gradu = 
F = [ ~~ ] . 
Лемма 1 Ес.л.и [Е, Н) - решение с11стемъ1 уравнений (3), (4), 
то 
[Л + (k2 n;,-,в2 )J [~]=О, х Е rloo , (5) 
где k 2 = E:oµo1..tJ 2 • 
Доказательство приведено в работе (12] . 
Для корректной постановки задачи о собственных модах вол­
новода необходимо поставить определенные условия на бесконеч­
ности, которым должны удовлетворять функции Е и Н. В силу 
леммы 1 вне области rl решения системы уравнений (3), (4) удо­
влетворяют уравнению Гельмгольца (5). Наиболее общим усло­
вием на бесконечности для такого уравнения является условие 
излучения Свешникова-Рейхардта (13], (14] . Оно широко приме­
няется при постановке волноводных задач (см., например, (15], 
(4] и цитированную там литературу) . 
Определение 1 . Пустъ Ro - достато-чно болъшое положи­
телъное -число, такое, 'Что fl Целиком помещается 6 круг QRo = 
{ х Е ffi 2 : lx 1 ~ Ro}. Обозна-чим -через Г Ro границу этого круга. 
Будем говоритъ, -что функчии Е и Н удовлетворяют условию 
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излучения Свешншсова-Реilхардта, если дл.я любого х , такого, 
что lxl 2: Ro. функции Е и Н разлагаюrпс.я в равномерно и абсо­
дютпо сходящиilся ряд 
[ ~ ] f: [ ~: ]н~1 )(x(fJ)1·)exp(in<p) . 
n=-oo 
(о) 
Здесъ Н~1 ) - функции Ханкеля первого рода ttндекса n, (r, ;р) ·· 
полярные коорiJинаты mо"tки х, x(f3) = ,/k2n'&, - [J2 . 
Функции Ханкеля являются многозначными. Для того, чтобы 
представить их, как однозначные аналитические функции ком­
плексного переменного /3, мы будем рассматривать их определен­
ными на римановой поверхности Л функции ln (х(fЗ)). Поверх­
ность Римана Л состоит из бесконе'шого числа листов . Г.r~авный 
("физический") ЛИСТ Л~1 ) определяется УСЛОВИЯМИ 
-1Г/2 < argx(fJ) <31Г/2, Im(x(.B)) 2: О , /3 Е Л~1 )_ 
Функции Н~1 ) (xr) при т· - = , -_1Г/2 < argx <31Г/2, имеют с:rе­
дующую асимтотику : 
Условие излучения Свешникова-Рейхардта ограничивает множе­
ство всех возможных решсиий уравнеиия Гельмгольца так , что­
бы на главном листе Л~1 ) римановой поверхиости Л находились 
постоянные распространения /3, отвечающие поверхностным вол­
нам (экспоненциально убывающим на бесконечности функциям 
Е и Н). 
Риманова поверхность Л имеет две точки разветвления kn 00 и 
-knoo . с листом л~l) вдоль разреза, выбранным исходя из усло­
вия Im(x(f3)) = О (то есть проходящим по мнимой оси и интер­
валу (-kn00 , kn.00 ) вещественной оси), соединен лист Л~2 ). Этот 
лист называется "нефизическим" и определяется условиями 
-1Г /2 < arg х(,е) <31Г /2, lm (х(,8)) < О , f3 Е Л~2 ) . 
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Согласно асимптотике (7), на листе Л~2 J находятся постоянные 
распространения {3 , отвечающие вытекающим волнам (экспо­
ненциально возрастающим на бесконечности функциям Е и Н) . 
Вдоль разреза, проходящего по вещественной оси и соединяю­
щего точки kn00 и -kn00 через бесконечно уда.JJенную точку, к 
листу Л~2 ) присоединены листы л~>, л~>, т = ±1, ±2, . . .. Эти 
листы определяются следующими условиями : 
-1Г/2 + 27Гm < argx(fJ) <31Г/2 + 27Гm, lm (x(fJ)) ~О , {3 ЕЛ~) , 
-7Г /2 + 27Гm < arg х({З) <37Г /2 + 27Гm , Im (х({З)) < О, {3 Е Л~) . 
Из известного разложения 
Н~1 ) (х exp(i21Гm)r) = a~n) Н~1 ) (xr) 
+1~,m) H~l) (xr), a~m) , -Y~m) :/=О, 
снраведливого длят:/= О , всех n и {3 Е U ( Л~) U Л~)) , а также 
m;i!O 
асимптотики (7) следует, что постоянным распространения {3 , ле-
л( l) лс2) 2 Ф жащим на листах m , m , т = ±1, ± , . .. отвечают ункции Е 
и Н, представляющие собой суммы поверхностных и вытекающих 
волн . 
Определение 2 . Ненулевой вектор [Е , Н] Е (C2 (ffi2)) 6 будем 
назъ~ватъ собственным вектором задачи (3) , (4), {б}, отвечаю­
щим собственному значению {3 ЕЛ , если вьтолнены условия (3), 
(4) , {б) . Спектро.ч задачи (3), (4), (б) будем называть множе­
ство ее собственных зн.ачениil . 
Теорема 1 . Области 
D ={,В Е л~l): R~/3 =О} U{P Е л~l) : lfJI < knoo , Im{3 =О} , (8) 
и 
В= {{3 Е Л~1 ) : 1{31 ~ kn+ , Im{3 =О} . (9) 
главного листа Л.~1 ) римановой поверхности Л не содержат соб­
ственных значений задачи (3), (4), {б) . Спектр задачи (3), (4) , 
(б) может состо.11тъ лишь из изолированнwх точек. Каждое 
собстеенпое значение зада'Чи (3), (4) , {б) непрерывно :Jависит от 
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t.1 > О и может nо.явл.ятъс.я и ис<tезатъ с измене ни ем t.1 лишъ на 
границе римановой noвepxнocmtt А, то естъ на бесконе-чности и 
в точках ±kn00 . 
Доказательство приведено в статье (12). 
Фредгольмовость сильно сингулярного инте­
грального оператора 
Сведем теперь задачу (3) , (4), (6) к нелинейной спектраль­
ной задаче для сильно сингулярного иптегрального уравнения 
по области поперечного сечения волновода, аналогичного [8] , [9] , 
(10] , которое часто используется на практике для расчетов спек­
тральных характеристик волноводов . 
Для всех (3 Е Л имеем 
Е(х) = (k2n~ + GradpDiv.в) ~ j (п2 (у) - п~) Ф((З ; х, y)E(y)dy , 
noo 
n 
(10) 
Ф((З;х,у) = ~H~I) (х((З) lx -yl), х Е IR.2 , у Е Q. 
Этот результат хорошо известен для (3 Е G, где 
G = {(3 Е Л~1 ) : kn00 < lf31 < kn+ Iт(З =О} , 
(см ., например, [16]) . Требуемый результат для всех (3 ЕЛ может 
быть легко получеп методом функции Грина векторного урав­
нения Гельмгольца для электрического поля с использованием 
соотношения 
J ( дЕ(у) Ф((З · ) - дФ((З ; х , у) Е( )) d =О R >_ Ro , дlyl , х , у дlyl у у ' 
ГR 
которое справедливо (см . , например, [15]) для всех (3 Е Л и про­
извольной функции Е , удовлетворяющей условию Свешникова­
Рейхардта ( 6) . 
Лемма 2 . Пустъ [Е, Н] - собственный вектор задачи (3), (4). 
(б) , отве<tающиil собствеиному зна<tению /3 Е Л . Тогда 
(Q((З)Е) (х) =О , х Е IR.2 , ( 11) 
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(Q(,В)Е) (х) Е(х) + ~17(х)Е(х) 
-jт(,В;х,у) ( (n~t) ~ 1) Е(у)) dy 
n 
! (( п2(у) ) ) -v.p. Т1 (х, у) n&, - 1 Е(у) dy, 
n 
К(,8; х, y)F(y) k2n~F(y)Ф(,8; х, у) 
+ (F(y), grad 2 ) grad2 Фa(/1; х, у), 
1 Ф1 (х, у)= -- ln lx - YI, Фа(,8; х, у)= Ф(,8; х, у) - Ф1 (х, у). 271' 
Утверждение леммы мы получаем непосредственными вычи­
слениями, внося оператор Grad,вDiv,в под знак интеграла в со­
отношении (10) и используя правило дифференцирования слабо 
сингулярных интегралов [1, р. 242] . 
Для всех (З Е А оператор Q({З), определенный равенством ( 11), 
будем рассматривать как оператор в пространстве комплексно­
значиых функций [L2(r2)] 3 • Для всех ,8 Е А оператор Q(,8) имеет 
сильно сингулярное ядро. 
Теорема 2 . Для всех ,8 Е Л оператор Q(,8) фредго.11ьмов. 
Доказательство . Пусть ,8 - фиксированное число, принадлежа­
щее Л. Через Q•(,В) обозначим оператор, сопряженный с Q(,8). 
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Непосредственными вычислениями для х Е О мы получаем 
(Q*(,В)Е) (х) 1 Е(х) + 2ry(x)E(x) (12) 
-(п:r) -1) jтР(.В:х,у)Е(у)dу ( 1:~) 
n 
( n
2 (x) ) Jr 
- пZх, -1 v .p. Т1 (x,y)E(y)dy, (14) 
n 
где 
Заметим, что ядро Ti(x, у) сильно сингулярное, самосопряжен­
ное и не зависит от /3; ядра Т (/3; х, у), ТР (/3; х, у) слабо полярные 
для любого /3 ЕЛ. 
Докажем теперь, что оператор Q(/3) фредгольмов. Мы будем 
использовать общие результаты теории многомерных интеграль­
ных сингулярных матричных операторов [1, р. 368]. По опреде­
лению положим 
(V(!3)E) (х) 1 . = Е(х) + 217(х)Е(х) (15) 
-р(х) j Т(11;х,у) ( (n~t) -1) Е(у)) dy (16) 
ffi.2 
-t1.p.J Т1 (х,у) ( (n~t) -1) Е(у)) dy, (17) 
IIJ.2 
где х Е IR 2 и р( х) - бесконечно дифференцируемая вещественно­
значная функция, которая имеет компактный носитель в IR2 и 
тождественно равна 1 для х Е П . Для всех /3 Е Л оператор V(/3) 
мы будем рассматривать как оператор в пространстве комплекс­
нозначных функций [L2 (IR2)] 3 . Непосредственными вычисления­
ми для х Е IR2 мы получаем 
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-( n:r) -1) J р(у)Т1' (/3 ; х , у) ~(y)dy(19) 
ПР 
( n2(x) ) J - п&, - 1 11.р . Т1 (х, у) E(y)dy. (20) 
llP 
Интегра.r~ьные операторы, определенные слагаемыми (16) и (19), 
компактны в (L 2(IR2 )] 3 для всех /3 ЕЛ . Обозначим их через C(f3) 
and С* ({1) соответственно. Обозначим для х Е IR2 
(SE) (х) = 1 Е(х) + '2ТJ(х)Е(х) 
J (( п2(у) ) ) -v .p . Т1 (х, у) п&, - 1 Е(у) dy , 
ПР 
тогда 
(S*E) (х) 1 = Е(х) + 27J(x)E(x) 
-( n:~) -1) v .p . j Т1 (х, у) E(y)dy 
llP 
и 
V(f3) = С(/3) + s, v· (f3) = с· (f3) + s· . 
Непосредственными вычислениями для х Е IR2 и /, т = 1, 2 
мы получаем 
(s~.3 Ез) (х) ::: Ез(х) , 
(S~3 Ез) (х) = О , 
(s; ,mEn) (х) = о . 
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где 61,m - символ Кронекера; а1(<р) и O'm(lf') - декартовы коорди­
наты точки а= (у- х)/ lx - у\, 
a 1(ip) = cos<p, а2(<р) = sin<p. 
Функция n непрерывна в IR2 и n(x) = n00 для х Е IR2 /11 . Сле­
довательно, характеристики операторов s1· n непрерывны в IR2 и 
не зависят от х для х Е ill.2 /11 . Следовател~но, непосредственны­
ми вычислениями мы получаем точное представление (1, р . 368] 
матричного символа w• ( х, а) оператора s• : 
Ф*(х , а) = 
1 + ( ~ - 1) ai(<t>) ( "~r2 -1) a1(<p)et2(<p) 
о 
для х Е IR 2 , а Е Г 1 . Функция п вещественна, следовательно ма­
тричный символ Ф(х, а) сингулярного интегрального оператора 
S равен Ф*(х, а), 
Ф ( х, а) = Ф* ( х, а), х Е IR 2 , а Е Г t · 
Очевидно , имеют место следующие неравенства: 
inf ldet Ф(х , a)I >О , 
:rEIR~. 0ЕГ1 
inf \det ( Ф1,1(х,а) Ф1,2(х,а) )\>О (2l) 
:rEll'l.2, оег 1 • Ф2,1(х , а) Ф2,2(х, а) ' 
inf IФ1,1(x,a)I >О . 
:rEIR>, 0ЕГ1 
Следовательно (1 , рр . 362, 379], оператор V(/3) фредгольмов. 
Докажем теперь, что индекс оператора Q(/3) равен индексу 
оператора V(/3) для всех /3 Е Л . Пусть вектор-функция W(x) , 
х Е IR2 , принадлежит множеству N(V) нулей оператора V(/3). 
Нетрудно видеть, что для всех х Е 11 справедливо равенство 
(V(,В)W)(x) = (Q(/3)W)(x) =О, х Е П. (22) 
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Следовательно , для всех х Е n вектор-функция W(x) совпада­
ет с некоторой вектор-функцией V ( х), х Е IR 2 , принадлежащей 
множеству N( Q) нулей оператора Q(/3) : 
W(x) = V(x), х Е n. 
По определению оператора V(/3) имеем для всех х Е IR2 следую­
щее равенство: 
(V(/3)W) (х) 1 = W(x) + 217(x)W(x) 
-р(х) J Т({З;х,у) ( (n~~) -1) W(y)) dy 
JR.2 
-v.p.J Т1 (х,у) ( (n~~) -1) W(y)) dy. 
JR.2 
Из двух последних равенств, учитывая то, что n(x) = n00 при 
х Е r!00 , получаем связь вектор-функций V(x) и W(x) для х Е 
fl oo : 
W(x) р(х) jт(JЗ;х,у) ( (n:~) -1) V(y)) dy 
п 
+v .p .jтL (х,у) ( (n~~) -1) V(y)) dy . 
п 
Таким образом , нули оператора V(/3) однозначно связаны с ау­
лями оператора Q(/3) для всех х Е IR2 , и размерности множеств 
нулей этих операторов совпадают : 
dimN(V) = dimN(Q). (23) 
Пусть теперь вектор-функция W*(x), х Е IR2 принадлежит 
множеству N(V*) нулей оператора V*(/3). Учитывая явный вид 
этого оператора {18) - (20), получаем следующее равенство : 
(V*({3)W*) (х) = W*(x) =О , х Е rl00 . (24) 
Из этого равенства и равенств (18) - (20) , (12) - (14) имеем* 
(V*({З)W*) (х) = (Q*({3)W*) (х) =О , х Е n.* (25) 
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Следовательно , для всех х Е n вектор-функция W*(x) совпада­
ет с некоторой вектор-функцией v•(x) , х Е IR2 , принадлежащей 
множеству N(Q*) нулей оператора Q•(j3) : 
W*(x) = V*(x) , х Е П . (26) 
Таким образом , нули оператора 'D*(/3) однозначно связаны с ну­
лями оператора Q* (/3) для всех х Е IR 2 , и размерности множеств 
нулей этих операторов совпадают: 
dimN ('D*) = dimN ( Q*) . (27) 
Окончательно, используя (23) и (27), для всех /3 Е Л имеем ра­
венство индексов оператора Q(/3) и оператора 'D(/3): 
Ind'D = dimN('D) - dimN('D*) 
= dimN(Q) - dimN(Q*) = lndQ. 
Согласно доказанному выше, индекс оператора 'D(/3) равен нулю. 
Следователыю, равен нулю и индекс оператора Q(/3). 
Оператор 'D({3) фредгольмов, а значит, нормально разрешим. 
Докажем теперь, что оператор Q(/3) также нормально разрешим. 
Рассмотрим уравнение 
(Q(;З)W)(x) = W 0 (x), х Е П, (28) 
где вектор правой части w0 ортогонален множеству N( Q*) нулей 
оператора Q*(/З). Пусть вектор-функция U0 Е (L 2(IR2 ))3 совпада­
ет с вектор-функцией W 0 (x) для всех х Е Пи тождественно равна 
нулю в Q00 • Учитывая представления (24), (26) для нулей опе­
ратора v• (/3), приходим к заключению, что вектор-функция о 0 
ортогональна множеству нулей оператора 'D*(/3) . Следователь­
но, в силу фредгольмовости оператора 'D(/3) существует решение 
U Е (L2(IR.2))3 уравнения 
('D(/3)U)(x) = u0 (x), х Е IR2 . (29) 
Представим вектор-функцию U( х) в виде суммы двух вектор-
функций : 
U(;r:) = V(x) + W(x), х Е IR.2, 
где V(x) = О при х Е О , а W(x) = О при х Е П00 • Заметим, что 
для такой вектор-функции W(x) справедливо равенство (22), а 
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вектор-функция U(x) удовлетворяет уравнению (29) . Следова­
тельно , при х Е П имеем цепочку равенств : 
w 0 (x) = u0 (x) = (V(,8)U)(x) 
= (V(/3)W)(x) = (Q(/3)W)(x), х Е П. 
Таким образом, для любой вектор-функции w 0 , ортогональной 
множеству N(Q*) нулей оператора Q*(/3), существует решение 
W Е (L2(П)) 3 уравнения (28) . А это значит, что оператор Q(/3) 
нормально разрешим для всех /3 Е А. Итак , для всех /3 Е А опе­
ратор Q(/3) нормально разрешим, индекс его равен нуJ1ю, следо­
вя.тельно, по определению он фредгольмов. Доказательство тео­
ремы завершено . 
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